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7.1 FILTRES ANALOGIQUES: GENERALITES

= Filtre analogique = systeme analogique linéaire
invariant dans le temps (LIT)

= Classification des filtres analogiques
= Spécifications fréquentielles
= Diagramme de Bode

= Temps de propagation de groupe
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Filtre analogique = systéme analogique LIT

m Descriptions mathématiques équivalentes:

= Réponse impulsionnelle x(t)
h(t) = S, {6} (t) Sat}

m Réponse indicielle

a(t) = S, {u} (t) = /_ h(r)dr

m Réponse fréquentielle 1

H(w) = F{h}(w) = /_ o h(t)e ™t dt V(w)=H(w)  X(w)

m Fonction de transfert (=notation plus concise)
+oo
H(s) = / h(t)e st dt (Transformation de Laplace)

Equivalent a Fourier si I'on pose s = jw

Unser / Signaux et systémes
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Classification des filtres analogiques

Filtres causaux (réalisables) Filtres non-causaux (non-réalisables)
Réponse impulsionnelle Réponse impulsionnelle
—R
finie / \lnfinie —c finie / \jnﬁnie
Filtres FIR Systémes physiques a Filtres FIR Filtres idéaux
constantes localisées:
Filtres a fonction
Filtres a phase de transfert Shannon
linéaire rationnelle Nyquist
Retard Dispersion

Distorsion de phase

Remarque: la causalité est une contrainte physique liée a la fleche du temps.
Des filtres non-causaux sont parfaitement réalisables dans d’autres contextes
(e.g. systemes optiques pour le traitement des images)
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Spécifications fréquentielles

Les filtres idéaux n’étant pas réalisables, il faut faire des compromis:
= Fluctuations dans la bande passante (1 + ;)

= Zone de transition (largeur A)

= Fluctuations dans la bande bloquante (0 + d5)

La tolérance par rapport a une réponse idéale est exprimée a 'aide d’'un gabarit

a
H(w)
1+ 0,
1— 6
Bande
B -
pa::;r?te Transition bloquante
Jo —
i w
We We + A

Unser / Signaux et systemes 7-6



Diagramme de Bode

Réponse fréquentielle:  H(w) = |H (w)| - e/ ()

Amplitude: Pente: 20(n-m) dB par décade

m Diagramme de Bode 10
0

= Echelle fréquentielle logarithmique ~10 Ll L T *\i;; AL
-20

= Amplitude en décibel: 20log,, |H (w)| [dB] -30 \\

-40

: -50 N\

= Phase: ®p(w) \

0.1 1 10 100 1000 10000

. . Ph :
m Cas des fonctions de transfert rationnelles ase
0
b (Jw)™ + -+ + b1 (Jw) + b ?
H(w) = — G)™ — 1(dw) + bo AN
(Jw)™ + an-1(jw) + -+ a1(jw) + ag —
-40
= Forme asymptotique lorsque w — +o0 :
-60
) b '
Jm Hw) =5
0.1 1 10 100 1000 10000
= Amplitude normalisée:
lim {20log,, |H (w)|} = —20(n — m)log;,w + const lim ®y(w)=—(n— m)ﬁ
w——400 w——+0c0o 2
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Temps de propagation de groupe
m Motivation
s Leffet d’un filtrage analogique se traduit généralement par I'introduction d’un retard
s Leffet de ce retard est completement encodé dans la phase
= On observe une distorsion (dispersion) lorsque le temps de retard varie avec la fréquence

m Cas d’un retard pur

ho(t) = 6(t —to) -2 Ho(w) = /*M©) avec  ®y, (w) = —why

m Temps de propagation de groupe (Group delay)

TPG(w) = —%@H(u})

m Propriété: additivité lors de la mise en cascade de filtres

h(t) = (h1*hs) (t) = @p(w)=Py, (w)+ P, (w)
= TPG(w)=TPG;i(w)+ TPGa(w)

Unser / Signaux et systemes 7-8



TPG : exemples de calcul

Rappel:
m Cas du retard pur z=atjb=p-e
. d log(z) = log p + j6
Ho(w) =e 9% = TPG(w) = ——(—wty) =ty
dw Im(j-2z) =Re(z) =a

m Systemes différentiels

dH(w)
Formule alternative: TPG(w) = —Im (d(i) log H(w)) = —Im ( dw )

m Exemple: systeme du 1er ordre

—jO'

H(w) = ’ —~ TPG(w) = —Im <W—U>) _ Re <1>

jw+(a—jw0) Fo—s, j(w—w0)+0'
—sp
Sp=—0, 0>0
@H(U}) A W s, = —0+ jwy, wo>0 TPG((U) A
w
w
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7.2 FILTRES A PHASE LINEAIRE

= Phase linéaire: cas de la symétrie paire

= Phase linéaire: cas de la symétrie impaire

= Réponse impulsionnelle d’un filtre a phase linéaire
= Réponse indicielle d’un filtre a phase linéaire

= Temps de montée

= Filtres passe-bas Gaussien

= Mise en cascade: filtre Gaussien équivalent
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Réponse impulsionnelle a symétrie paire

m Symétrie paire autourde t = (0 h(t) = h(-t)
h(t)

/
/\/\ Ap(w), f. paire
¢

h(t) avec symétrie
paire autourdet =0

Unser / Signaux et systemes

Phase linéaire: cas de la symétrie paire

m Symétrie paire autour de t = ¢,

g(to +7) = g(to — 7) = h(7)

——  H(w) e iwto Ag(w), f. paire

g (w)

O (w) —wty  (modulo 27) \]\*h\\ h h w
TR

t atri —wt = L.
g( ) avec symérie & Po(w) = o, Ri(w) 20 phase linéaire!
paire autour de t = tg —wtyp 7w, Rp(w) <0

KA
Q
£

I

T~ —wiy
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Réponse impulsionnelle a symétrie impaire

m Symétrie impaire autourde t =0 h(t) = —h(—t)
h(t)
+tp)2 ¢
—tr,/2 Apg(w), f. paire

Ry (w), f. nulle

w w
Iy (w), f. impaire A ® 5 (w)
_ 4T
w w
| h@ avec symétrie ] & Duw) = { +7/2, Ig(w)>0
impaire autour de t = 0 —7/2, Ig(w) <0
Unser / Signaux et systemes
Phase linéaire: cas de la symétrie impaire
m Symétrie impaire autour de ¢t = ¢, glto +7) = —g(to — 7) = h(7)
g(t)
g(t) = h(t —ty) «—— H(w)- e it Ag(w), f. paire
t
to = %' tr,
Agw) = Apg(w

) - -
Dg(w) = Dy(w) —wly  (modulo 2r) | I\u } i

g(t) avec symétrie —wto+7/2, Ig(w)>0
o & Pe(w) =
impaire autour de t = tg —wtg — /2, Ig(w) <0

Unser / Signaux et systemes
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Réponse impulsionnelle d'un filtre a phase linéaire

Réponse fréquentielle d’un filtre réel, passe-bas a phase linéaire pure; i.e.,

H(w) = |H(w)| - e~ Iwto (c-a-d. Dy (w) = —wtp)

Calcul de la réponse impulsionnelle:

0 =7 = g [ )

2 )
1 [T
=5 N |H(w)| - cos (w(t —tp)) dw

Réponse maximale pour t = ¢, (tous les cosinus sont en phase):

“+o00
hto) = — / H ()] dw = s

27T —0o0 hmax 1

Symétrie paire autour de t = t,

h(to—l—T):h(to—T)

Unser / Signaux et systemes

Réponse indicielle d'un filtre passe-bas a phase linéaire
t
Réponse indicielle (cas général):  a(t) = (u*h) (t) = / h(r)dr

m Filtre causal:

a(t) =0,pourt <0

+o0
a(+00) = / h(r)dr = H(0) >0 (sifiltre passe-bas)

m Filtre a phase linéaire:  h(ty + 7) = h(to — 1)
to 1 —+o0
a(ty) = / h(r)dr = 2/ h(t)dr = §H(O)

Anti-symétrie autour de t = ¢,
hmax

a(to -+ 7') - (Z(to) = — (a(to — 7') - (Z(to))

to T
Justification: a(to + 7) = / h(r)dr :i:/ h(to +7)dr
— o0 0

a(to)

Unser / Signaux et systemes



Temps de montée

o alt)
N—"" A
alfo) .. A-- a(+00) = H(0)
N Y. da(p] _d [ I e
~ 7 il a/ﬂmh(f)df = h(t0) = s = 5- /m | H ()] d

m Temps de montée: "rise time"

1

H(0)  da(t) _ H(0) 2mH (0) o= T

t, dt it fomax =t = hmax [T i Qeq 2 feq

o / |H(w)| dw
m Largeur de bande équivalente
g g \ H(0)
—+o00
200y H(0) = / | H ()] dw
|H (w)
Unser / Signaux et systémes QCQ 7-17

Filtre passe-bas Gaussien

m Transformation de Fourier d’'une Gaussienne normalisée

t? F ow?
exXp { — T‘_Q — exp | — 5

; \ w
> | : T -
o B = -
m Filtre passe-bas Gaussien avec phase linéaire
W\ jete  F _ B _Bz(t_t0)2>
H(w)=H(0) -exp (—232> eIt N h(t) = H(0) Jon exp< 5
hmax
H@)
/ : H(0)
4/ A 4 - t
Py(w) =—wt ¢ _ 1
B ) 0 0 o 5
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Filtre passe-bas Gaussien (suite)

m Réponse indicielle: fonction Erf

H(O
a(t) i, = 10
h
—— max
H(0) a(+o00) = H(0) Piax = H(0) - B
2 V2w
v @
t
" V2T s
= tr—?—a 27T—Qeq
= Quq=-—B~125-B
eq — \/% ~ L.
Unser / Signaux et systémes 7-19

Cascade de filtres: filtre Gaussien équivalent

m Caractéristiques du filtre
h(t)
Type passe-bas: Hpax = H(0) = / h(t)dt =1 J . o (écart-type)
R :
i to (centre de gravité)

Temps de retard: ¢ :/t-h(t) dt
R

Largeur équivalente: o = \// (t —to)?h(t)dt
R

— H(CU) — H(w) —_— .. H(CU) — = - Heq(w) :efn02w2/2.efjwnto —

— _
~

. . . Filtre Gaussien équivalent
Cascade de n filtres identiques g

B -
%, tg,eq = Nt

1 02 =n0% Beq=
B = —; retard: ty 4 «
ag

m Généralisation: cascade de n filtres (Gaussien)

0l =01 +05+ - +0n; toeq=to1+ - +ton

Unser / Signaux et systémes 7-20



Théoreme central-limite

m Théoréme central-limite

Hypotheses Hiw)
= H1(0) =1 (spectre passe-bas) A
w

= Maximum global a w = 0 avec ‘

dH; (w) _o d?H, (w) — 52 <0
dw ’ dw? | _,

w=0

Hy(w) = (Hi(w)" — e ™ /2 Jorsque n — 400

m Preuve
Série de Taylor autour de l'origine: Rappel:
o202 4 e — lim (1+ E)ﬂ
Hi(w)=1- o1 +O(w ) n—+oo0 n
E=wym
. n . —0‘252/2 0, (54) _o2¢2/9
i ((EVm)" =ty |1 e | et
N—_——
z/n —0 7-21
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7.3 FONCTIONS DE TRANSFERT RATIONNELLES

= Fonctions de transfert rationnelles

= POles et zéros

= Décomposition en fractions simples

= Détermination de la réponse impulsionnelle

= Exemple de calcul
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Fonctions de transfert rationnelles

m Filtre analogique a constantes localisées (équation différentielle)

Contraintes physiques: n > m z(t) y(?)
—5 S} —

@4_ @+ —|—CL%—|—& =) de_|_ +bd£+b$

dgn I ggn— Lag TV T Om g ag Y

—+R
. . . . —=°
m Equation du filtre dans le domaine de Fourier :

(J)"Y (@) + ap-1(jw)" 7Y (@) + -+ aoY (@) = by (jw) "X (@) + -+ + bo X (w)

((J)™ + an1(jw)"t 4+ ag) Y(w) = (b (jw)™ + - -+ + bo) X (w)
m Fonction de transfert

Y(w) bm(jw)m.—i—--‘—l—bl(jw)—i-bo P (jw)

H(w) = X(@) ~ Go) +an-1(w) 1+ +ai(jw) +ao  Quljw)

Pm(S) = bm8m+“‘+b1$+b0

Qn(s) =s"+a, 18" 1+ --+ais+ay = polyndme caractéristique (cf. Chap 2)!

Unser / Signaux et systémes 7-23

Poles et zéros

m Fonctions de transfert rationnelles

H(w) = bin (J)™ + - 4 ba(jw) + by _ Puls)
()™ + ap—1(fw)m 1+ -+ a1(jw) +ap Qn(s) o—jw

m Factorisation

H(jw — 50k)
H(w) = by, kzl

H(jw — Spk)

k=1

Zéros:  {Sok}p—1 . LA Pm(sor) =0

Poles:  {sprty_y  , 1A Qn(spr) =0

m Pourquoi 'appellation «péles»?

Une explication parmi d’autres:
Le quotient P,,(s)/Qx(s) est une fonction dans le plan complexe qui ressemble vaguement a
une tente avec des singularités (piquets=«poles» en anglais ) en s = s,.

Unser / Signaux et systémes 7-24



Décomposition en fractions simples

m

(Jw — Sok)

H(w) ) Pm(s) ., kl;[l J Ok
Qn(8) |o—; T

- (w_sp)

kl;[lj k

m Cas de racines simples

"y P(s) L1 (spi = son)

m\S k=1
Hw)= b, +y —F avec A; = (5 — sp;) - —p Bl
7 ,; Jur = ot IO P | (YR

. ki

sin >m
m Cas de racines multiples
Contribution d’un p6le multiple d’ordre p:
By B B, 1 d¥ P (s)
T B, . = — — 5. )P

jw — s, (]w — Sp)2 + —+ (]w — Sp)p avec p—k k! dsk (3 Sp) Qn(s) e

Unser / Signaux et systemes
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Détermination de la réponse impulsionnelle

m Cas de racines simples

n Ak
Hw)= b, + -
W= b 2
sin >m
LoF
h(t) = bad(t) + ) Agu(t) - e
_ k=1
s1m>m

= Somme pondérée de modes (cf. Chap. 2)!

m Contribution d’'un péle multiple (ordre p)

B
Jw = sp

By

(Jw — 5p)?

By

(jw — sp)P

F-1
—

Condition de stabilité BIBO

Tous les pbles dans le demi-plan complexe gauche !

Unser / Signaux et systémes

0 P = [ foeita

5(¢) 1

u(t) - est jwl— o Re{s} <0

tine! : m Re{s} <0

u(t) - e* cos wot (jw‘iwa%a—l—cug’ a<0
wo

u(t) - e sinwot

————, a<0
(jw — ) +

bl

k—1

t-i-
(k—1)!

) espt



Exemple de calcul

. , . . . —2w? +5
Probléme: Calculer la réponse impulsionnelle du filtre:  H(w) = —; _
—w? + 3jw + 2
1. Exprimer H(w) sous la forme d’un quotient de deux polyndmes en s = jw
2(jw)? +5 P 25 +5
H(w) =~ (2]”) 5 _ Pl - =2 i
w3 +3jw+2  Qs) |y, 2 +3s+2]_,
2. Détermination des poles: s> +3s+2=0 = (s;=—1, s5 = —2)
Le systéme causal est stable!
3. Décomposition en fractions simples
282 +5 252 +5 A1 A2
= =2 remarque: li H =b, =2
Frs32 60619 2T erD T ry  (emaque lim H(w)=bn =2
252+ 5 2+5 252+ 5 8+5
YT s+2) |, —1+2 2T s+ )|, —2+1
4. Réponse impulsionnelle par transformation de Fourier inverse
h(t) = 25(t) + Tu(t) - e~" — 13u(t) - e~ 2*
Unser / Signaux et systémes 7-27

7.4 PLACEMENT DES POLES ET ZEROS

= Réponse d’amplitude et de phase

= Contribution d’'un péle réel

= Contribution d’'un zéro réel

= Contribution d’'une paire de pbles conjugués
= Contribution d’une paire de zéros conjugués
= Systéme a phase minimale

= Filtre passe-tout
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Fonction de transfert: poles et zéros

m Fonctions de transfert rationnelles
b (Jw)™ 4+ -+ 4+ b1 (Jw) + bo _ Pu(s)

Hiw) = (o) + an—1(jw)* 1+ +ar1(jw) + a0 Qn(s)

sS=jw

Exemples: circuit électrique a constantes localisées

w—SOk

H(w) = by, X

w—spk

it

Sok = 0ok + Jwok:  z€ros de H(w) o

Spk = Opk + JWpk: pbles de H(w) X

Unser / Signaux et systémes 7-29

Réponse d'amplitude et de phase

m m
H Jw — Sok) H dop - €7¥0F A

H(w) = by, =2 = by, 1
H(Jw —spr) ][ dor- e/
k=1 k=1
Représentation polaire:
S
jw = (0% + jwi) = d - €77 Re
di = \/O’I% aF (w — a)k)2
s;kX

pr = arctan L=<k

Sok

Amplitude:  Apg(w) = |bm] -

m n
Phase: ®py(w)= Z@Ok - Z Ppk
k=1 k=1
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Contribution d'un pole réel

sp =0p <0

Click for demol
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Contribution d'un zéro réel

S0 = 00

L
Click for demol 2
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Contribution d'une paire de pdéles conjugués

Sp = Op + Jwp

Placement du/des poéle(s): effets qualitatifs

= Résonance (amplification) a la fréquence wy,; d’autant
plus forte que le pdle est proche de I'axe imaginaire

= Retard de phase de I'ordre de /2 par pole

Click for demol

Unser / Signaux et systemes
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Contribution d'une paire de zéros conjugués

S0 = 0o + Jwo

* .
SO = 0pg — Jwo

Placement du/des zéro(s): effets qualitatifs
= Atténuation a la fréquence wy; d’autant plus forte que

le zéro est proche de I'axe imaginaire

= Avance (g < 0) ou retard (oo > 0) de phase de
I'ordre de m/2 par zéro

Im

S
Click for demol SO(')/

L

Unser / Signaux et systemes oo < 0
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Systéeme a phase minimale
On peut obtenir la méme réponse en amplitude avec deux zéros dont les o, sont de valeur
opposée

Si oo, > 0, la contribution en phase pour w > 0 est négative

Si oo, < 0, la contribution en phase est positive; elle peut donc compenser en partie
la composante en phase des pbles qui est toujours négative!

Filtre a phase minimale: tous les zéros dans le demi-plan gauche.
Parmi tous les filtres rationnels causaux ayant la méme réponse d’amplitude, c’est celui qui
a la phase minimale.

Im Im
Im N
O @) O
X Re x Re x Re
_— 1 5 >
X X X
O @) O
Systeme a phase maximale R Im
O
X Re
X
O

Systéme a phase minimale
Unser / Signaux et systemes

Filtre passe-tout

Im
Filtre passe-tout = déphaseur SPQ _________ |wo OSOk
Modifie seulement la phase dp W Re

Péles et zéros placés de fagon symétrique

Spk: Sok
" d
Apw)=1 Yw = Agw)=]] =
i1 ok
. ‘ ,
1 - Cas réel
Ook + jwor = —Opk + jwpk & | Sok = —Spk )
—T
jw—d
Exemple: H(w)=*"——
jw+d

Unser / Signaux et systémes
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Décomposition: phase minimale-passe-tout
m Propriété

Toute fonction de transfert rationnelle peut se décomposer en une cascade d’un systéme
a phase minimale et un systéme passe-tout

O & O
X X
X X
Sa e cxz e
O X O
X
e O
X
O X O
Systeme a phase minimale Systeme passe-tout

m Intérét pour la synthése

= On tient compte d’abord de I'amplitude uniquement et I'on choisit la solution a
phase minimale (pbles et zéros dans le demi-plan gauche)

= On corrige ensuite la phase a I'aide d'un filtre passe-tout

Unser / Signaux et systémes 7-37

7.5 SYNTHESE DE FILTRES PARTICULIERS

= Filtres passe-bas
= Filtres passe-bande
= Filtres a encoches

= Filtres de Butterworth

Unser / Signaux & Systéemes 7-38



Filtres passe-bas
Im

Im Im
A A A
. X jwc “““ >< ..... jwc
Jw X
X Py
Re X Re Re
> x > % >
* N
(b) Mur de péles (c) Filtre de Butterworth

(a) Filtre du premier ordre (n = 1)

We
i (w) = o + we A [ Hn(W)] ideal
1 A

7-39
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Filtres passe-bande

, Im
.‘.X-
X T two
Re
> A |Hw) idéal
."><‘- /
>< T wo
¥
| >

wo

7-40
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Filtre a encoche (Notch filter)

Im 1 A 0 — 870

m Contraintes

= H(wy)=0 = zéros a s = fjwy

. hg_l Hw) =1 = méme nombre de pbles et de zéros (n = m)

w—r+00

= H(0)=1 &= pbles et zéros équidistants de I'origine (arc de cercle)

m Exemple: filtre du 2°™ ordre
Hjo) = - e bl o)
(jw + wo(cos B + jsinh)) (jw + wo(cosh — jsin6))
Unser / Signaux et systémes 7-41

Filtres de Butterworth

m Definition: filtre de Butterworth d’ordre n | Hn (W)
1

|Hy (w)]? = 5 (@

w.: fréquence de coupure 2

m Propriétés de filtrage passe-bas

= Comportement a l'origine: «Maximally Flat Magnitude Filter»

[Hn (W) =140 (w?")

En effect:

I _ 2_...
1—|—A33_1 \Af/—i_(Ax)

O(w?™)  O(win)
= Comportement asymptotique:
|H,,(w)] o — lorsque w — +00

|ewl™
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Filtres de Butterworth (suite)

[ Hn(w)]

w
m Poles de |H,(w)|? = H,(w) - H,(—w)
<i>2n — 1 'j2n _ oJm(2k=1) | jF2n = Spp = Wwe - 6%—2(216—14-11)
We
>< ........ - Xx
< y ;
R o, (impai) R n =4 (pair)
Unser / Signaux et systemes 7-43
Autres filtres
m Filires de Chebyshev
m Filtres elliptiques
m ...
m Transformations fréquentielles
Exemple: filtre passe-bas — filtre passe-haut
wc
W — —
w
7-44
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